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Аннотация. Разрабатывается математическая модель, описывающая распространение монохроматических 
электромагнитных волн в биизотропной матрице, содержащей сферические частицы из материалов с пространствен-
ной дисперсией. Моделирование основано на преобразовании интегро-дифференциальных уравнений для биизо-
тропных сред к дифференциальным уравнениям электродинамики, содержащим электрическую и магнитную поля-
ризации в операторном виде с дифференциальным оператором Лапласа. В рамках разработанной модели 
аналитически строится полная система базисных плоских, сферических и цилиндрических электромагнитных полей, 
распространяющихся в однородной биизотропной среде с пространственной дисперсией. 
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MODELS OF BASIC ELECTROMAGNETIC WAVES IN THE BI-ISOTROPIC  
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Abstract. A mathematical models describing the propagation of monochromatic electromagnetic waves in the bi-
isotropic medium with space dispersion is being developed. Modeling is based on the transformation of integro-differential 
equations for bi-isotropic medium to the differential equations electrodynamics, containing electrical and magnetic           
polarizations in operator form with differential Laplace operator. Within the developed model it is analytically constructed 
a full system of basic plane, spherical and cylindrical electromagnetic fields extending in the homogeneous bi-isotropic   
medium with space dispersion. 
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Введение. В последнее десятилетие активно ведутся теоретические и прикладные иссле-
дования метаматериалов, биизотропных, бианизотропных и киральных материалов [1–5], а так-
же электродинамических устройств из них [6–8]. Особое внимание уделяется исследованию 
плоских экранов, выполненных из биизотропных композитов, которые подвергаются воздей-
ствию плоских электромагнитных волн [9–11], полей дипольных источников [12, 13], пучков 
электромагнитных волн [14] и нестационарных полей [15]. Для прикладных исследований важ-
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ным также является класс материалов с пространственной дисперсией [16–20]. Построение 
адекватных математических моделей, описывающих распространение электромагнитных волн 
в таких средах, представляет значительный научный интерес. Математические модели матери-
алов, обладающих одновременно свойствами биизотропных сред и сред с пространственной 
дисперсией, не исследованы. 
В настоящей статье предложена дифференциальная модель биизотропной среды с про-
странственной дисперсией, которая позволяет аналитическими методами строить распростра-
няющиеся в среде электромагнитные поля в декартовых,  сферических и цилиндрических коор-
динатах. 
Интегро-дифференциальная модель биизотропной среды с пространственной дис-
персией. Рассмотрим пространство 3R  с декартовой  системой координат Oxyz, заполненное 
однородной биизотропной матрицей с материальными параметрами:  00 , rr диэлек-
трическая и магнитная проницаемости; ,cGG r  cZZ r  параметры  биизотропности;  00 ,  
электрическая и магнитная постоянные; с – скорость света в вакууме. В матрице случайным 
образом распределены частицы четырех типов с радиусами ),4,3,2,1( jR j  заполненные мате-
риалом с пространственной дисперсией. Такую композитную среду из матрицы с частицами 
будем называть биизотропной средой с пространственной дисперсией (БСПД). Комплексные 
амплитуды ,E H  монохроматического электромагнитного поля с временной зависимостью 
 tiexp  в такой среде подчиняются уравнениям  
 ,rot PHGEiH

  ,rot mEZHiE 

                                     (1) 
где    ω – круговая частота поля. 
Электрическая и магнитная поляризации определяются объемными интегралами по про-
странственным переменным  0 0 0 0, , :r x y z  
                 
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  ,           (3) 
где  0 0jM jD r r r R     шар радиуса jR , описанный вокруг точки  ,,, zyxM  точка 





jj RV   pK j заданные функции, определяющие характер  
пространственной дисперсии, j = 1, 2, 3, 4. 
Дифференциальная модель биизотропной среды с пространственной дисперсией. 
Интегро-дифференциальные уравнения (1)–(3), описывающие распространение электромагнит-
ных волн в БСПД, преобразуем к дифференциальной модели среды. Такое преобразование при 
моделировании используется, когда радиусы частиц в матрице матjR , где мат длина 
волн в материале матрицы [16, c. 170]. Методику преобразований и итоговые дифференциаль-
ные уравнения модели сформулируем в виде теоремы. 
Теорема 1. С точностью до величин третьего порядка малости система интегро-





rot ω ε ,
rot ω μ ,
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     
                                           (4) 
где    оператор Лапласа, 
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Доказательство.  Компоненты векторов         ,0000 zzyyxx erEerEerErE

   0H r   
     0 0 0x x y y z zH r e H r e H r e    
разложим в ряды Тейлора в окрестности точки М. При этом 
ограничимся слагаемыми ряда до второго порядка включительно, пренебрегая величинами тре-
тьего порядка малости: 
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где α , , .x y z  
Вычислим компоненты    21 ,  PP  электрической поляризации (2). Подставляя (5) в (2), по-
лучим 
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Интегралы, входящие в разложения (6), вычислим аналитически: 
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Подставляя значения интегралов (7) в (6), получим формулы для компонент вектора 
электрической поляризации: 









   
Тогда вектор электрической поляризации определяется формулой 






.                                             (8) 
После аналогичных преобразований получим формулу для вектора  магнитной поляри-
зации 






.                                    (9) 
Подставляя выражения (8), (9) в уравнения (1), придем к требуемым дифференциальным 
уравнениям (4).  
Базисные плоские электромагнитные поля в биизотропных средах с пространствен-
ной дисперсией. Построим полную систему плоских электромагнитных полей, распространя-
ющихся в БСПД вдоль заданного направления в пространстве, т. е. полей ,E,H  удовлетворя-
ющих уравнениям (4). Поля аналитически выразим через базисные волновые поля [5, c. 96]: 
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где    ,exp, 21 yixiyx   1 2, ,k    произвольные комплексные постоянные, 
2 2
1 2 ,     
0 arg ,   
 









ла 21,  характеризуют направление распространения поля,   321 ,,

волновой вектор 
в свободном пространстве, где ,sincos 0001  k  
,sinsin 0002  k  







00 2π.    
Для  полей (10) выполнены формулы [5, c. 98] 
   ,rot 21 

WkW        ,rot 12 

WkW   
 (11) 
  ,0div 1 

W   ,0div 2 

W    
   ,2 jj WkW 

  
так как .rotrotdivgrad WWW

  
Образуем поля для биизотропной среды, комбинируя поля (10): 
           2 11 2 1 2 1 2;α ,α ; ;α ,α ; ;α ,α ; .K r k W r k W r k                           (12) 
Из соотношений (11) следуют формулы для поля (12): 
  ,0div 

K   
   ,rot 

KkK      .2 

KkK                                  (13) 
Построим электромагнитное поле в БСПД вида 
  ,;,; 210 krKEE 
    ,;,; 210 krKpEH 
                                    (14) 





E E   







                                                 (15) 






                                                (16) 
Разделим уравнение (15) на (16) и исключим 2k . После соответствующих преобразова-













                                                                       (17) 
где   
,120 PZma   ,21121 PZPmGma    
,212 PGma   ,10 Pb  ,221 Pmb  .12 mb   
Подставив (17) в соотношение (16), получим алгебраическое уравнение пятой степени 
относительно величины p: 
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     














                          (18) 
Уравнение (18) имеет пять корней , 1, 2, 3, 4, 5,sp p s   в общем случае комплексных. 
С помощью формулы (17) определим значения волнового числа , 1, 2, 3, 4, 5sk k s  . Значения 
ss kp ,  определяют электромагнитные поля (14). Полученные результаты сформулируем в виде 
теоремы. 
Теорема 2. Плоские электромагнитные поля, распространяющиеся в биизотропной среде 
с пространственной дисперсией, удовлетворяют уравнениям (4) и определяются формулами 
  ,α,α; 210 rKEE
s      0 1 2;α ,α , 1, 2, 3, 4, 5,
s
sH p E K r s                            (19) 
где  
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a p a p a
k i
b p b p b
 

                                                                   
   (21) 
Базисные сферические электромагнитные поля в биизотропных средах с простран-
ственной дисперсией. Построим аналитически полную систему сферических электромагнит-
ных полей в сферической системе координат Or , распространяющихся в среде и удовлетворяю-
щих уравнениям (4).  Поля H,E

выразим через базисные сферические волновые поля [5, c. 118]: 









     , θ, , 1, 2, , 0, 1, , ;mn n mnm r k j kr Τ n m n       
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       1, θ, , 1, 2, , 0, 1, , ,mn n mnm r k h kr Τ n m n       
где k   волновое число,     ,cosθθ,
 immn
m
n ePΥ  
   1,n nj x h x  – сферические функции Бесселя, 
 xPmn присоединенная функция Лежандра, 
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Для полей (22) выполнены соотношения  
,rot mnmn mkn

   ,rot mnmn nkm








  ,2 mnmn nkn

   .2 mnmn mkm

  
Аналогичные соотношения выполнены и для полей (23). 
Построим поля в биизотропной среде, комбинируя поля (22) [5, c.121]: 
   , , ( , ).mn mn mnK r k n r k m r k                                                  (25) 
Аналогично 
   , , ( , ).mn mn mnK r k n r k m r k                                                   (26) 
Из соотношений (24) следуют формулы  
,0div mnK

  ,rot mnmn KkK




















Образуем электромагнитные поля в среде БСПД, используя волновые поля (25), (26): 









                                                (28) 
где pk, постоянные, подлежащие определению. 
Подставляя поля (27) в дифференциальные уравнения (4), получим систему алгебраиче-
ских уравнений (15), (16), из которых следует формула (17) и уравнение (20) для определения 
постоянных p и k. Аналогичные соотношения справедливы и для электромагнитных полей (28). 
Теорема 3. Сферические электромагнитные поля, распространяющиеся в биизотропной 
среде с пространственной дисперсией, удовлетворяют уравнениям (4) и определяются форму-
лами 
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s
s mnH p E K r s   
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s
s mnH p E K r n m n      
где 













коэффициенты sp  являются корнями уравнения (20), sk волновые числа (21).■ 
Базисные цилиндрические электромагнитные поля в биизотропных средах с про-
странственной дисперсией. Конструирование электромагнитных полей в цилиндрических коор-
динатах   ρ ρ, , ,z   аналогичное рассмотренному в предыдущем разделе, приводит к теореме. 
Теорема 4. Цилиндрические электромагнитные поля, распространяющиеся в биизотроп-
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  произвольная постоянная [5, с. 131, 139], sp корни уравне-
ния (20), sk волновые числа (21), ( )mJ   – функция Бесселя, ( )mJ   – производная функции Бесселя. 
Заключение. Разработан метод аналитического построения монохроматических элек-
тромагнитных полей, распространяющихся в биизотропной матрице, которая включает среды 
с пространственной дисперсией. Предложена математическая модель однородной биизотроп-
ной среды с пространственной дисперсией. Методика моделирования основана на преобразо-
вания интегро-дифференциальной модели к дифференциальной модели уравнений Максвелла 
с дифференциальными операторами второго порядка. Уравнения разрешены аналитически 
и построена система независимых пяти прямых и пяти обратных плоских электромагнитных 
волн, а также сферических и цилиндрических полей, излучаемых источниками. Поля представ-
лены через базисные волновые поля, используемые в классической электродинамике в декарто-
вых, сферических и цилиндрических координатах.  
Работа выполнена в соответствии с заданием 1.1.09 государственной программы научных 
исследований «Информатика, космос и безопасность» на 2016–2020 гг. 
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